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Введение

Математические модели, содержащие нелинейные дифференциальные
уравнения возникают при формализации различных процессов. На сего-
дняшний день нелинейные дифференциальные уравнения составляют важ-
ное самостоятельное направление исследований в области математической
физики.

В курсе предлагается изучить ряд методов исследования стационарных
и эволюционных нелинейных операторных уравнений. Для изучения неста-
ционарных дифференциальных уравнений предполагается изучение специ-
альных функциональных пространств. В основе исследования нелинейных
уравнений через операторные уравнения лежит метод монотонности.

Отдельный блок посвящен введению в теорию обратных задач, которые
составляют важное самостоятельное направление исследований в области
дифференциальных уравнений.

Рассмотривается метод слабой аппроксимации, как один из современных
методов решения нелинейных задач математической физики. На его основе
предлагается изучить ряд модельных алгоритмов исследования корректно-
сти некоторых обратных задач для параболических уравнений.

В каждом из приведенных разделов курса для самостоятельного изуче-
ния материала и закрепления информации, полученной на лекционных и
семинарских занятиях, приведены определенные темы и задачи, а также
указаны ссылки на рекомендуемую по данной теме литературу. Задания и
темы приведены в порядке, соответствующем графику изучения дисципли-
ны.

По окончанию лекции или цикла лекций преподаватель сообщает номера
тем и заданий, относящихся к разобранной теме.

Усвоение данного материала проверяется непосредственно на экзамене (в
качестве дополнительных вопросов).

Что нужно знать перед освоением дисциплины

Для изучения курса «Теория и методы решения нелинейных дифферен-
циальных уравнений» необходимо освоить следующие дисциплины:

• Математический анализ, см.[13].
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• Дополнительные главы математического анализа, см.[14].

• Дифференциальные уравнения, см.[15].

• Уравнения математической физики (уравнения с частными производ-
ными), см.[16].

• Функциональный анализ, см.[17].

• Методы вычислений, см.[18].

• Вопросы прикладного функционального анализа, см.[19].

• Современные и актуальные проблемы математики и компьютерных на-
ук.

Для повторения материала и получения справочной информации реко-
мендуется использовать литературу, приведенной в ссылках.

Раздел 1. Стационарные нелинейные операторные урав-
нения

Темы для самостоятельного изучения

1.1.1. Дать определение конечномерного и бесконечномерного пространства.
Аксиомы нормы и скалярного произведения. Понятие эквивалентности
норм. Показать что в конечномерном пространстве любые две нормы
эквивалентны. [16, 17]

1.1.2. Дать определение Банахова и Гильбертова пространства. Выписать
примеры таких пространств, указать нормы и скалярные произведе-
ния. [17]

1.1.3. Дать определение сильной и слабой сходимости в Банаховом простран-
стве, определение функционала, оператора, понятие линейности, непре-
рывности, ограниченности. Норма функционала. [17]

1.1.4. Изучить формулировку и доказательство теоремы единственности ре-
шения операторного уравнения Au = h с коэрцитивным, слабо ком-
пактным и строго монотонным оператором. [2, 4, 5, 17]
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1.1.5. Изучить формулировку и доказательство теоремы о сильной сходимо-
сти последовательности галеркинских приближений для уравнения с
семинепрерывным оператором. [2, 4, 5, 17]

Задачи для самостоятельного решения

См. литературу [2, 4, 5, 11, 12, 17]

1.2.1. Доказать, что оператор A = −∆ = −
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω)

является строго монотонным. Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗
.

1.2.2. Доказать, что оператор A = −∆ = −
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω)

является семинепрерывным. Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗
.

1.2.3. Доказать, что оператор A = −∆ = −
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω)

является коэрцитивным. Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗
.

1.2.4. Доказать, что оператор A = −∆ = −
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω)

является ограниченным. Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗
.

1.2.5. Доказать, что оператор A = −∆ = −
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω)

является слабо компактным. Здесь H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗
.

1.2.6. Доказать, что оператор A = −∆ = −
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω)

является оператором с полуограниченной вариацией. Здесь H−1(Ω) =(
0

H1(Ω)

)∗
.
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1.2.7. Доказать, что любой строго монотонный оператор является оператором
с полуограниченной вариацией.

1.2.8. Пусть C(r) ≥ 0 - непрерывная функция, C(r) = 0 только при r = 0,
C(r)→ +∞ при r → +∞. Доказать, что если C(‖u−uk‖)‖u−uk‖ → 0,
при k → +∞, то отсюда следует, что ‖u− uk‖ → 0.

1.2.9. Показать, что если ∂Ω ∈ C∞(Ω), f ∈ C∞(Ω) и f ≥ α > 0 на Ω, то в
ограниченной области Ω ⊂ En задача

−
n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂u

∂xi

)3

= f(x), f ∈ L2(Ω),

u|∂Ω = 0,

не имеет классического решения.

1.2.10. Привести краевую задачу −∆u = f , u |∂Ω= 0, где ∆ – оператор Ла-
пласа, Ω ⊂ En – ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Ω,
f ∈ L2(Ω), к операторному уравнению с коэрцитивным, слабо компакт-
ным оператором. Дать функционально-аналитическую формулировку.

1.2.11. Привести краевую задачу

−∆u+ α|u| = f(x),

u|∂Ω = 0,

где ∆ – оператор Лапласа, Ω ⊂ En – ограниченная область с кусочно-
гладкой границей ∂Ω, f ∈ L2(Ω), к операторному уравнению и прове-
рить свойства оператора.

Раздел 2. Функциональные пространства, используемые
при изучении нестационарных задач

Темы для самостоятельного изучения

2.1.1. Пространство функций измеримых и интегрируемых по Лебегу. Про-
странства Соболева. Типы пространств. Нормы и скалярные произве-
дения. [11, 16, 17]
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2.1.2. Понятие верхнего и нижнего пределов. Лемма Больцано-Вейерштрасса.
[12]

2.1.3. Понятие сопряженных и самосопряженных пространств, Основные функ-
циональные неравенства (Нер-ва Шварца, Минковского, Гронуолла,
Гёльдера, Юнга и др). [1, 16, 17, 11]

2.1.4. Доказать, что ∀t ∈ R, ∀n ∈ N имеет место неравенство [12]
n∑
k=0

(k − nt)2Ck
nt
k(1− t)n−k = nt(1− t).

2.1.5. Сформулировать и доказать аппроксимационную теорему Вейерштрас-
са (о плотности множества многочленов из (S → X) в C(S,X)). Дока-
зательство привести для случая S = [0, 1]. [2, 17, 4, 5]

2.1.6. Сформулировать и доказать теорему о плотности множества ступен-
чатых функций в Lp(S,X). Доказательство привести для случая S =

[0, 1]. [2, 4, 5, 17]

2.1.7. Сформулировать и доказать теорему о полноте множества измеримых
по Бохнеру, существенно ограниченных функций из (S → X). [2, 4, 5,
17]

2.1.8. Доказать, что сопряженное к Lp(S,X) пространство (Lp(S,X))∗ можно
отождествлять с пространством Lq(S,X

∗), где 1
p + 1

q = 1. [2, 4, 5, 17]

Задачи для самостоятельного решения

См. литературу [2, 4, 5, 11, 12, 16, 17]

2.2.1. Доказать эквивалентность в
0

H1(Ω) норм

‖u‖1 =

∫
Ω

|∇u|2 dx

 1
2

и ‖u‖2 =

∫
Ω

u2 + |∇u|2
 1

2

.

2.2.2. Пусть g ≥ 0 – финитная в Ω непрерывная функция. Является ли нор-
мой в L2(Ω) функция

ρ(u) =

∫
Ω

g(x)u2(x) dx?
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2.2.3. Доказать, что выражение

‖u‖Cm(S,X) =
m∑
j=0

sup
t∈S

∥∥∥u(j)(t)
∥∥∥
X

задает норму в пространстве Cm(S,X).

2.2.4. Доказать, что функция u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] измерима и инте-
грируема по Бохнеру.

2.2.5. Доказать, что выражение

‖u‖Lp(S,X) =

∫
S

‖u‖pX ds

 1
p

задает норму в пространстве Lp(S,X).

2.2.6. Доказать, что выражение

(u, v)Lp(S,X) =

∫
S

(u(s), v(s))H ds

задает скалярное произведение в пространстве Lp(S,H).

2.2.7. Доказать, что ∀u(t) ∈ Lp(S,X), 1 6 p <∞, функция uh, определенная
формулой

uh(t) =

{
u(t+ h), при t+ h ∈ S,
0, иначе ,

также принадлежит пространству Lp(S,X) и ‖uh − h‖Lp(S,X) → 0 при
h→ 0.

Раздел 3. Нестационарные нелинейные операторные урав-
нения. Метод монотонности

Темы для самостоятельного изучения

3.1.1. Сформулировать и доказать теорему Рисса о представлении линейного
непрерывного функционала в гильбертовом пространстве. [11, 16, 17,
20]
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3.1.2. Сформулировать и доказать аналог леммы об "остром угле"для неста-
ционарного случая. [2, 4, 5, 17, 20]

3.1.3. Пусть

W =

{
u(t)|u(t) ∈ Lp(S,X),

du

dt
∈ Lq(S, x∗), u(0) = 0

}
.

Доказать, что W вложено непрерывно в C(S,H). Где H - гильбертово
пространство, и вложение X ⊂ H ⊂ X∗ плотно. [2, 4, 5, 17, 20]

3.1.4. Сформулировать и доказать, при каких условиях возможно сильная
сходимость последовательности галеркинских приближений для для
операторного уравнения

∂u

∂t
+ A(t)u = h(t), t ∈ [0, T ],

где A(t)(u) : Lp((0, T ), X)→ Lp′((0, T ), X∗). [2, 4, 5, 17]

3.1.5. Метод Фурье, как метод решения смешанных задач и задач Коши, ос-
нованный на использовании спектральных свойств входящего в урав-
нение эллиптического оператора. [2, 11]

3.1.6. Определение абстрактной функции. Непрерывность абстрактной функ-
ции. Производная абстрактной функции. [2, 11]

3.1.7. Преобразование Фурье и его свойства. Дать определение прямого и
обратного преобразования Фурье по одной переменной. Дать опре-
деление многомерного преобразования Фурье. Связь с одномерным
преобразованием.[2, 11]

3.1.8. Выписать формулу обращения многомерного преобразования Фурье.
Сформулировать теорему, в каком случае справедлива данная форму-
ла. Указать в каком смысле понимается интеграл.[2, 11]

3.1.9. Использование преобразования Фурье при исследовании обратных за-
дач. [3]

Задачи для самостоятельного решения

См. литературу [2, 4, 5, 11, 12, 16, 17]
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3.2.1. Пояснить в каком пространстве необходимо искать решение следующей
задачи и почему

∂u

∂t
+ A(t)u = h(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,

где h(t), A(t)u ∈ Lq((0, T ), X∗).

3.2.2. В области QT = {(t, x)|x ∈ Ω ⊂ En, 0 6 t < T} требуется найти
решение волнового уравнения методом Фурье

∂2u

∂t2
+

∂

∂xj

(
ajk(x)

∂u

∂xk

)
= f(t, x),

удовлетворяющее начальным условиям

u(0, x) = ϕ0(x), ut(0, x) = ϕ1(x)

и краевому условию
u(t, x)|ST

= 0,

где ST = ∂Ω× [0, T ].

Здесь и далее выражение ∂
∂xj

(
ajk(x) ∂u

∂xk

)
обозначает сумму

n∑
j=1

∂
∂xj

(
n∑
k=1

ajk(x) ∂u
∂xk

)
.

Матрица коэффициентов ajk(x) положительно определена, т.е. для лю-
бого вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn) и для всех x ∈ Ω выполнено

n∑
i,j=1

aijξiξj ≥ γ
n∑
i=1

|ξi|2, γ > 0, γ − const.

3.2.3. Используя преобразование Фурье в Π(0,∞) = {(t, x)|0 < t < ∞, x ∈
En} найти решение задачи

∂2u

∂t2
−∆u = 0

u|t=0 = ϕ0(x), ut|t=0 = ϕ1(x).
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3.2.4. Используя преобразование Фурье привести в Π(0,∞) = {(t, x)|0 < t <

∞, x ∈ E1} задачу
∂2u

∂t2
− uxx = 0

u|t=0 = ϕ0(x), ut|t=0 = ϕ1(x),

к обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка.

3.2.5. Используя преобразование Фурье привести в Π(0,∞) = {(t, x)|0 < t <

∞, x ∈ En} задачу
∂2u

∂t2
−∆u = 0

u|t=0 = ϕ0(x), ut|t=0 = ϕ1(x),

к обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка.

3.2.6. Используя преобразование Фурье привести в Π(0,∞) = {(t, x)|0 < t <

∞, x ∈ E1} задачу
∂2u

∂t2
− uxx = f(t, x),

u|t=0 = ϕ0(x), ut|t=0 = ϕ1(x),

к обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка.

Раздел 4. Метод слабой аппроксимации

Темы для самостоятельного изучения

4.1.1. Метод слабой аппроксимации для обыкновенных дифференциальных
уравнений [1].

4.1.2. Метод слабой аппроксимации для систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений [1].

4.1.3. Скорость сходимости метода слабой аппроксимации [1].

Задачи для самостоятельного решения

См. литературу [1, 2, 12, 17]
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4.2.1. Доказать, что функция

a(τ, t) =

{
2a, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

0, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует постоянную a на отрезке [0, T ].

4.2.2. Доказать, что функция

b(τ, t) =

{
0, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

2, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует единицу на отрезке [0, T ].

4.2.3. Линеаризовать задачу

du(t)

dt
+ u2 = 0, u(0) = u0, t ≥ 0.

Доказать, что решение линеаризованной задачи сходится к решению
исходной.

4.2.4. Линеаризовать задачу

du(t)

dt
+ sin(u) = 0, u(0) = u0, t ≥ 0.

Доказать, что решение линеаризованной задачи сходится к решению
исходной.

4.2.5. Записать расщепление задачи Коши для уравнения Риккати и обосно-
вать сходимость решений uτ к решению u исходной задачи.

4.2.6. Расщепить задачу

du(t)

dt
+ u2 + u5 = f(t), u(0) = u0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

4.2.7. Расщепить задачу

du(t)

dt
= u4 − sin tu2, u(0) = 0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.
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4.2.8. Расщепить задачу

du(t)

dt
+ u+ 2u3 − 3u5 = 0, u(0) = u0, t ≥ 0

и линеаризовать расщепление сдвигом по времени.

4.2.9. Написать расщепление следующей задачи (наиболее удобным образом)

y′(x) + 2xy(x) = xe−x
2

, y(0) = 0.

Выписать приближенное решение на первых двух целых шагах. Полу-
чить общую формулу для приближенного решения.

4.2.10. Написать расщепление следующей задачи (наиболее удобным образом)

(1 + x2)y′(x) + y(x) = arctg x, y(0) = 0.

Выписать приближенное решение на первых двух целых шагах. Полу-
чить общую формулу для приближенного решения.

4.2.11. Линеаризовать задачу

∂u(t, x)

∂t
= µ

∂2u(t, x)

∂x2
+ u2(t, x),

u(0, x) = u0(x), t ≥ 0, x ∈ E1.

Доказать сходимость решения линаризованной задачи к решению ис-
ходной.

4.2.12. Линеаризовать задачу

∂u(t, x)

∂t
= µ

∂2u(t, x)

∂x2
+ u(t, x)ux(t, x),

u(0, x) = u0(x), t ≥ 0, x ∈ E1.

Доказать сходимость решения линаризованной задачи к решению ис-
ходной.

4.2.13. Расщепить задачу

∂u(t, x)

∂t
+ u2(t, x)

∂u(t, x)

∂x
= µ

∂2u(t, x)

∂x2
,

u(0, x) = u0(x), t ≥ 0, x ∈ E1

и линеаризовать расщепление сдвигом по времени.
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4.2.14. Расщепить задачу

∂u(t, x)

∂t
= u(t, x)

∂u(t, x)

∂x
+ (u2(t, x) + 1)

∂2u(t, x)

∂x2
,

u(0, x) = u0(x), t ≥ 0, x ∈ E1

и линеаризовать расщепление сдвигом по времени.

4.2.15. Расщепить задачу

∂u1(t, x)

∂t
+
∂u1(t, x)

∂x1
+
∂u2(t, x)

∂x2
= α

∂2u1(t, x)

∂x2
1

+ β
∂2u2(t, x)

∂x2
2

,

∂u2(t, x)

∂t
+
∂u1(t, x)

∂x1
= γ

∂2u2(t, x)

∂x2
2

+ θ
∂2u2(t, x)

∂x2
2

,

ui(0, x) = u0(x), t ≥ 0, (x1, x2) ∈ E2

на две одномерных задачи.

4.2.16. Написать расщепление задачи в Π[0,T ] = {0 6 t 6 T, (x, y) ∈ E2}

ut(t, x, y) = u2 + uxx + uyy + f(t, x, y), u(0, x, y) = u0(x, y),

разбив каждый целый шаг на четыре дробных.

4.2.17. Написать расщепление задачи в Π[0,T ] = {0 6 t 6 T, (x, y) ∈ E2}

ut(t, x, y) = uxx + uuyy + f(t, x, y), u(0, x, y) = u0(x, y),

разбив каждый целый шаг на четыре дробных.

4.2.18. Записать расщепление многомерного параболического уравнения на од-
номерные.

4.2.19. Рассмотрим в полосе Π[0,T ] = [0, T ]× E2 задачу Коши

∂u

∂t
+ a1

∂u

∂x1
+ a2

∂u

∂x2
= µ4u+ f, µ > 0, (4.1)

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ E2. (4.2)

Здесь 4 =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

— оператор Лапласа; a1, a2, µ — постоянные; u

— неизвестная; f , ϕ — заданные функции.
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Доказать сходимость МСА в случае, когда задача (4.1), (4.2) слабо ап-
проксимируется задачей

∂uτ

∂t
+ 2a1

∂uτ

∂x1
= 2µ

∂2uτ

∂x2
1

, nτ < t 6 (n+ 1/2)τ,

∂uτ

∂t
+ 2a2

∂uτ

∂x2
= 2µ

∂2uτ

∂x2
2

+ 2f, (n+ 1/2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

uτ(0, x) = ϕ(x), x ∈ E2.

4.2.20. Доказать сходимость МСА в случае, когда задача (4.1), (4.2) слабо ап-
проксимируется задачей

∂uτ

∂t
+ 3a1

∂uτ

∂x1
= 3µ

∂2uτ

∂x2
1

, nτ < t 6 (n+ 1/3)τ,

∂uτ

∂t
+ 3a2

∂uτ

∂x2
= 3µ

∂2uτ

∂x2
2

, (n+ 1/3)τ < t 6 (n+ 2/3)τ,

∂uτ

∂t
= 3f, (n+ 2/3)τ < t 6 (n+ 1)τ,

uτ(0, x) = ϕ(x), x ∈ E2.

4.2.21. Доказать сходимость МСА в случае, когда задача (4.1), (4.2) слабо ап-
проксимируется задачей

∂uτ

∂t
+ 2a1

∂uτ

∂x1
= 2µ

∂2uτ

∂x2
1

+ 2f, nτ < t 6 (n+ 1/2)τ,

∂uτ

∂t
+ 2a2

∂uτ

∂x2
= 2µ

∂2uτ

∂x2
2

, (n+ 1/2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

uτ(0, x) = ϕ(x), x ∈ E2.

Раздел 5. Обратные задачи и методы их решения

Темы для самостоятельного изучения

5.1.1. Разрешимость задачи идентификации коэффициента при младшей про-
изводной для параболического полулинейного уравнения в классе глад-
ких ограниченных функций [28].
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5.1.2. Поведение решения задачи идентификации функции источника одно-
мерного параболического уравнения. Достаточные условия ограничен-
ности решения и его стремления к нулю при t→ +∞ [27].

5.1.3. Разрешимость задачи идентификации функции источника в системе
составного типа [26, 23, 24].

Задачи для самостоятельного решения

См. литературу [2, 1, 12, 17]

5.2.1. Доказать, что если на некотором отрезке [c, d] известны два решения
y1(x) и y2(x) уравнения

y′′(x) + a1y
′(x) + a0y(x) = 0,

удовлетворяющие начальным условиям y1(0) = 0, y′1(0) = 1, y2(0) = 1,
y′2(0) = 0, то коэффициенты a1, a0 определяются однозначно.

5.2.2. Доказать, что если на некотором отрезке [c, d] известно решение y(x)

уравнения
y′′(x) + a1y

′(x) + a0y(x) = 0,

и существуют точки x1 ∈ [c, d], x2 ∈ [c, d], такие, что

y(x1)y
′(x2)− y(x2)y

′(x1) 6= 0,

то коэффициенты a1, a0 определяются однозначно.

5.2.3. Доказать, что если на отрезке [c, d] заданы решения yi(x), i = 0, 1, . . . , n,
уравнения

y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · ·+ a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = f(x),

такие, что определитель ВронскогоW (y1, y2, . . . , yn)|x=c 6= 0, y(i)
0 (c) = 0,

i = 0, 1, . . . , (n − 1), тогда функции ai(x) i = 0, 1, . . . , n − 1 и f(x) на
отрезке [c, d] определяются однозначно.

5.2.4. Указать физический смысл коэффициентов c, k, q и правой части f

параболического уравнения cut = (kux)x − qu+ f .

5.2.5. Сформулировать задачу с обратным направлением времени для урав-
нения теплопроводности.

17



5.2.6. Поставить задачу идентификации функции источника параболическо-
го уравнения с финальным переопределением в случае данных Коши.

5.2.7. Поставить задачу идентификации функции источника параболическо-
го уравнения с финальным переопределением в случае первой краевой
задачи с однородными граничными условиями.

5.2.8. Поставить задачу идентификации функции источника одномерного па-
раболического уравнения с финальным переопределением в случае вто-
рой краевой задачи.

5.2.9. Поставить задачу идентификации младшего коэффициента параболи-
ческого уравнения с финальным переопределением в случае данных
Коши.

5.2.10. Поставить задачу идентификации коэффициента теплоемкости для па-
раболического уравнения с переопределением в фиксированной точке
в случае данных Коши.

5.2.11. Поставить задачу одновременной идентификации младшего коэффици-
ента и функции источника с условиями переопределения, заданными
на различных гиперплоскостях.

5.2.12. Поставить задачу одновременной идентификации коэффициента теп-
лоемкости и функции источника с условиями переопределения, задан-
ными на одной гиперплоскости.

5.2.13. Поставить задачу идентификации младшего коэффициента с инте-
гральным условием переопределения.

5.2.14. Пусть дано уравнение

ut(t, x) = a2(t)uxx(t, x) + b(t)ux + c(t)u+ λ(t)f(t, x).

Наряду с функцией u(t, x) неизвестными являются коэффициенты c(t)

и λ(t). Укажите физический смысл условий переопределения:
а). u(t, γ) = ϕ1(t), ux(t, γ) = ϕ2(t),

б). u(t, γ1) = ϕ3(t), u(t, γ2) = ϕ4(t),

с). u(t, a(t)) = ϕ5(t), ux(t, a(t)) = ϕ6(t).
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5.2.15. В области G[0,T ] привести задачу идентификации коэффициента λ(t)

ut = a2uxx+ ux + u2 + λ(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x),

u(t, γ) = ϕ(t),

к прямой задаче для нагруженного уравнения.

5.2.16. В области G[0,T ] привести задачу идентификации коэффициента λ(t)

ut = a2uxx+ λ(t)u+ f(t, x),

u(0, x) = u0(x),

u(t, γ) = ϕ(t),

к прямой задаче для нагруженного уравнения.

5.2.17. В области G[0,T ] привести задачу идентификации коэффициента λ(t)

ut = a2uxx+ λ(t)ux + f(t, x),

u(0, x) = u0(x),

u(t, γ) = ϕ(t),

к прямой задаче для нагруженного уравнения.

5.2.18. В области G[0,T ] привести задачу идентификации коэффициента λ(t)

ut = a2uxx + λ(t)u+ f(t, x),

u(0, x) = u0(x),

u(t, a(t)) = ϕ(t),

к прямой задаче для нагруженного уравнения.

5.2.19. Сформулировать задачу идентификации функции источника с одно-
родными условиями переопределения, заданными на гладкой парамет-
рической кривой x = a(t). Выписать вспомогательную прямую задачу
для нагруженного (содержащего следы неизвестных функций) уравне-
ния.
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5.2.20. Пусть дана некоторая последовательность функций uτ(t, x). Записать
достаточные условия для сходимости данной последовательности вме-
сте с производными по x до второго порядка включительно к функции
u(t, x) ∈ C0,2

t,x (Ω).

5.2.21. Доказать, что если некоторая функция u(t, x) удовлетворяет задаче(
a2(t)uxx(t, γ) + f(t, γ)

ϕ′(t)

)
ut(t, x) = a2(t)uxx(t, x) + f(t, x),

u(0, x) = u0(x),

и известно, что
4∑

k=0

∣∣∣∣ ∂k∂xku(t, x)

∣∣∣∣ 6 C, u0(γ) = ϕ(0), |ϕ′(t)| ≥ δ > 0,

то справедливо u(t, γ) = ϕ(t).

5.2.22. Пусть функция u(t, x) есть решение в G[0,T ] задачи Коши для нагру-
женного уравнения

ut = a2uxx +
ϕt(t)− a2uxx(t, 0)− f(t, 0)

Sδ(ux(t, 0))
ux + f(t, x),

u(0, x) = u0(x),

и справедливо ∣∣∣∣ ∂k∂xku
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂k∂xkf
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂k∂xku0

∣∣∣∣ 6 C.

Функция Sδ – есть функция срезки. Доказать, что существует 0 < t∗,
такая что u(t, x) ≥ δ > 0 в G[0,t∗]. Выписать какие условия на входные
данные необходимы для этого.

5.2.23. Доказать, что если некоторая функция u(t, x) удовлетворяет задаче

ut(t, x) = uxx+

+

(
ϕ′(t)− uxx(t, a(t)− ux(t, a(t))a′(t)− f(t, a(t))

ϕ(t)

)
u(t, x) + f(t, x),

u(0, x) = u0(x),

и известно, что
2∑

k=0

∣∣∣∣ ∂k∂xku(t, x)

∣∣∣∣ 6 C, u0(a(0)) = ϕ(0), |ϕ(t)| ≥ δ > 0,

то u(t, a(t)) = ϕ(t).
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5.2.24. В области G[0,T ] = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ E1}, T = const > 0, рассмат-
ривается задача идентификации тройки функций (u(t, x), a(t), g(t))

a(t)ut(t, x) = uxx(t, x) + b(t)ux(t, x) + c(t)u(t, x) + g(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1,

u(t, A) = ϕ1(t),

u(t, B) = ϕ2(t), t ∈ [0, T ], A,B − const.
Выписать прямую задачу для данной обратной.

5.2.25. В области G[0,T ] = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ E1}, T = const > 0, рассмат-
ривается задача идентификации тройки функций (u(t, x), a(t), b(t))

a(t)ut(t, x) = uxx(t, x) + b(t)ux(t, x) + c(t)u(t, x) + g(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1,

u(t, A) = ϕ1(t),

u(t, B) = ϕ2(t), t ∈ [0, T ], A,B − const.
Выписать прямую задачу для данной обратной.

5.2.26. В области G[0,T ] = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ E1}, T = const > 0, рассмат-
ривается задача идентификации тройки функций (u(t, x), a(t), b(t))

a(t)ut(t, x) = uxx(t, x) + b(t)ux(t, x) + c(t)u(t, x) + g(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1,

u(t, A) = ϕ1(t),

u(t, B) = ϕ2(t), t ∈ [0, T ], A,B − const.
Выписать прямую задачу для данной обратной.

5.2.27. В области G[0,T ] = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ E1}, T = const > 0, рассмат-
ривается задача идентификации четверки функций (u(t, x), a(t), b(t),
g(t))

a(t)ut(t, x) = uxx(t, x) + b(t)ux(t, x) + c(t)u(t, x) + g(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1,

u(t, A) = ϕ1(t),

u(t, B) = ϕ2(t),

u(t, C) = ϕ2(t), t ∈ [0, T ], A,B,C − const.
Выписать прямую задачу для данной обратной.
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5.2.28. В области G[0,T ] = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ E1}, T = const > 0, рассмат-
ривается задача идентификации четверки функций (u(t, x), a(t), b(t),
c(t))

a(t)ut(t, x) = uxx(t, x) + b(t)ux(t, x) + c(t)u(t, x) + g(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1,

u(t, A) = ϕ1(t),

u(t, B) = ϕ2(t),

u(t, C) = ϕ2(t), t ∈ [0, T ], A,B,C − const.
Выписать прямую задачу для данной обратной.

5.2.29. В области G[0,T ] = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ E1}, T = const > 0, рассмат-
ривается задача идентификации четверки функций (u(t, x), a(t), b(t),
g(t))

a(t)ut(t, x) = uxx(t, x) + b(t)ux(t, x) + c(t)u(t, x) + g(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1,

u(t, 0) = ϕ1(t),

ux(t, 0) = ϕ2(t),

uxx(t, 0) = ϕ3(t), t ∈ [0, T ]

Выписать прямую задачу для данной обратной.

5.2.30. В области G[0,T ] = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ E1}, T = const > 0, рассмат-
ривается задача идентификации пятерки функций (u(t, x), a(t), b(t),
c(t), g(t))

a(t)ut(t, x) = uxx(t, x) + b(t)ux(t, x) + c(t)u(t, x) + g(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1,

u(t, 0) = ϕ1(t),

ux(t, 0) = ϕ2(t),

uxx(t, 0) = ϕ3(t),

uxxx(t, 0) = ϕ4(t), t ∈ [0, T ]

Выписать прямую задачу для данной обратной.
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5.2.31. В области G[0,T ] = {(t, x) | 0 6 t 6 T, x ∈ E1}, T = const > 0, рассмат-
ривается задача идентификации пятерки функций (u(t, x), a(t), b(t),
c(t), g(t))

a(t)ut(t, x) = uxx(t, x) + b(t)ux(t, x) + c(t)u(t, x) + g(t)f(t, x),

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1,

u(t, 0) = ϕ1(t),

u(t, A) = ϕ2(t),

u(t, B) = ϕ3(t),

u(t, C) = ϕ4(t), t ∈ [0, T ], A,B,C − const.
Выписать прямую задачу для данной обратной.

Примеры экзаменационных билетов по дисциплине

Следующие примеры экзаменационных билетов приведены для ознаком-
ления со сложностью и компоновкой билетов. Этот перечень не претендует
на полноту и не включает в себя все возможные темы, изучаемые в дисци-
плине. Полный список вопросов приведен в приложении к программе дис-
циплины, составленной в соответствии с образовательными стандартами.

Билет 1.

1. Дать определение монотонного оператора A : B → B∗.

2. Сформулировать лемму об остром угле для стационарного случая.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

a(τ, t) =

{
2a, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

0, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует постоянную a на отрезке [0, T ]

4. Расщепить задачу

du(t)

dt
= u2 + uux + 1, u(0) = 0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.
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Билет 2.

1. Дать определение семинепрерывного оператора A : B → B∗.

2. Метод Галеркина для операторного уравнения Au = h, A : B → B∗,
(B – банахово пространство, B∗ – пространство, сопряженное к B) с
семинепрерывным оператором. Построение последовательности галер-
кинских приближений.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

b(τ, t) =

{
0, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

2, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует единицу на отрезке [0, T ]

4. Расщепить задачу

du(t)

dt
+ u2 + u5 = f(t), u(0) = u0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 3.

1. Дать определение Банахова и Гильбертова пространства. Примеры
пространств.

2. Доказать, что выражение

‖u‖Lp(S,X) =

∫
S

‖u‖pX ds

 1
p

задает норму в пространстве Lp(S,X).

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

b(τ, t) =


0, nτ < t 6 (n+ 1

3)τ ,

3, (n+ 1
3)τ < t 6 (n+ 2

3)τ,

0, (n+ 2
3)τ < t 6 (n+ 1)τ

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует единицу на отрезке [0, T ]
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4. Расщепить задачу

du(t)

dt
= 7 + u4 + sin tu2, u(0) = 0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 4.

1. Дать определение строго монотонного оператора A : B → B∗.

2. Метод Галеркина для операторного уравнения Au = h, A : B → B∗,
(B – банахово пространство, B∗ – пространство, сопряженное к B) с
семинепрерывным оператором.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

a(τ, t) =

{
2a, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

0, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует постоянную a на отрезке [0, T ]

4. Расщепить задачу

du(t)

dt
+ uux + u5 = f(t), u(0) = u0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 5.

1. Определить понятие множества функций (S → X). Определение функ-
ции класса (S → X) дифференцируемой в точке.

2. Метод Галеркина для операторного уравнения Au = h, A : B → B∗,
(B – банахово пространство, B∗ – пространство, сопряженное к B) с
оператором с полуограниченной вариацией.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

b(τ, t) =

{
0, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

2, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует единицу на отрезке [0, T ]
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4. Расщепить задачу

du(t)

dt
= sinu+ u, u(0) = 0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 6.

1. Дать определение простой функции из класса (S → X). Интеграл Бох-
нера от простой функции.

2. Доказать, что функция u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] измерима и инте-
грируема по Бохнеру.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

b(τ, t) =


0, nτ < t 6 (n+ 1

3)τ ,

3, (n+ 1
3)τ < t 6 (n+ 2

3)τ,

0, (n+ 2
3)τ < t 6 (n+ 1)τ

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует единицу на отрезке [0, T ].

4. Расщепить задачу

du(t)

dt
+ u2 = f(t) + 2u3, u(0) = u0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 7.

1. Дать определение пространства C(S,X), записать норму, указать тип.

2. Дать определение функции u ∈ (S → X) интегрируемой по Бохнеру
на множестве S, на множестве B ⊂ S. Привести пример.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

b(τ, t) =


3, nτ < t 6 (n+ 1

3)τ ,

0, (n+ 1
3)τ < t 6 (n+ 2

3)τ,

0, (n+ 2
3)τ < t 6 (n+ 1)τ

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует единицу на отрезке [0, T ]
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4. Расщепить задачу

du(t)

dt
= uux − sin tu2, u(0) = 0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 8.

1. Дать определение коэрцитивности оператора A(t)(u) : Lp((0, T ), X)→
Lp′((0, T ), X∗).

2. Доказать, что выражение

‖u‖Cm(S,X) =
m∑
j=0

sup
t∈S

∥∥∥u(j)(t)
∥∥∥
X

задает норму в пространстве Cm(S,X).

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

a(τ, t) =

{
2a, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

0, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует постоянную a на отрезке [0, T ]

4. Расщепить задачу

du(t)

dt
+ uux = f(t)− u3, u(0) = u0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 9.

1. Дать определение пространства L∞(S,X), записать норму, указать тип.

2. Сформулировать лемму об остром угле для стационарного случая.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

b(τ, t) =

{
0, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

2, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует единицу на отрезке [0, T ]
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4. Расщепить задачу

du(t)

dt
= u2 + 3 + cos tu2, u(0) = 0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 10.

1. Определить понятие множества функций (S → X). Определение функ-
ции класса (S → X) дифференцируемой в точке.

2. Дать определение семинепрерывного оператора A : B → B∗.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

b(τ, t) =


0, nτ < t 6 (n+ 1

3)τ ,

3, (n+ 1
3)τ < t 6 (n+ 2

3)τ,

0, (n+ 2
3)τ < t 6 (n+ 1)τ

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует единицу на отрезке [0, T ]

4. Расщепить задачу

du(t)

dt
+ u2 + u3 = 2, u(0) = u0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.

Билет 11.

1. Дать определение оператора A : B → B∗ с полуограниченной вариаци-
ей.

2. Доказать, что функция u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] измерима и инте-
грируема по Бохнеру.

3. Дать определение слабой аппроксимации и доказать, что функция

b(τ, t) =

{
−1, nτ < t 6 (n+ 1

2)τ ,

1, (n+ 1
2)τ < t 6 (n+ 1)τ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

слабо аппроксимирует ноль на отрезке [0, T ]
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4. Расщепить задачу

du(t)

dt
= u4 − sin tu2 + 1, u(0) = 0, t ≥ 0

на два дробных шага и линеаризовать расщепление сдвигом по време-
ни.
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