
Áèëåò 1.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà A : B → B∗.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Lp(S, X), çàïèñàòü íîðìó, óêàçàòü òèï.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ëåììó îá îñòðîì óãëå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ.

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

êîýðöèòèâíûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Áèëåò 2.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ñåìèíåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A : B → B∗. Ïðèìåð ñåìèíåïðå-
ðûâíîãî îïåðàòîðà.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñòðîãî ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà A : B → B∗. Ïðèìåð ñòðîãî
ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà.

3. Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = h, A : B → B∗, (B � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, B∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê B) ñ ñåìèíåïðåðûâíûì îïåðàòî-
ðîì. Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé, äîêàçàòåëüñòâî
îãðàíè÷åííîñòè ãàëåðêèíñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.
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Áèëåò 3.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå Áàíàõîâà è Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå êîýðöèòèâíîãî îïåðàòîðà A : B → B∗.

3. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

‖u‖Lp(S,X) =

∫
S

‖u‖p
X ds

 1
p

çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Lp(S, X).

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

ñåìèíåïðåðûâíûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Áèëåò 4.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Ck(Ω), Ck(Ω),
0

Ck(Ω), Lp(Ω), H1(Ω),
0

H1(Ω). Êàêèå
èç íèõ ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè, ãèëüáåðòîâûìè? Âûïèñàòü (ãäå âîçìîæíî) íîðìó,
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñòðîãî ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà A : B → B∗.

3. Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = h, A : B → B∗, (B � áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî, B∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê B) ñ ñåìèíåïðåðûâíûì
îïåðàòîðîì.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] èçìåðèìà è èíòåãðèðóåìà ïî
Áîõíåðó.

Áèëåò 5.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ñåïàðàáåëüíîãî è ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòðàíñòâ.

2. Îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé (S → X). Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè êëàññà
(S → X) äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå.

3. Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Au = h, A : B → B∗, (B � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, B∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê B) ñ îïåðàòîðîì ñ ïîëóîãðàíè-
÷åííîé âàðèàöèåé.

4. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Cm(S, X).
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Áèëåò 6.

1. Îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé (S → X). Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè êëàññà
(S → X) äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòîé ôóíêöèè èç êëàññà (S → X). Èíòåãðàë Áîõíåðà îò
ïðîñòîé ôóíêöèè.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] èçìåðèìà è èíòåãðèðóåìà ïî
Áîõíåðó.

4. Ïðèâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó −∆u = f , u |∂Ω= 0, ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, Ω ⊂ En �
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, f ∈ L2(Ω), ê îïåðàòîðíîìó
óðàâíåíèþ ñ êîýðöèòèâíûì, ñëàáî êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì.

Áèëåò 7.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà C(S, X), çàïèñàòü íîðìó, óêàçàòü òèï.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèè u ∈ (S → X) èíòåãðèðóåìîé ïî Áîõíåðó íà ìíîæåñòâå
S, íà ìíîæåñòâå B ⊂ S. Ïðèâåñòè ïðèìåð.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè.

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

ñòðîãî ìîíîòîííûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Áèëåò 8.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðàA(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè.

3. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Cm(S, X).

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì ñ ïîëóîãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.
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Áèëåò 9.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà L∞(S, X), çàïèñàòü íîðìó, óêàçàòü òèï..

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñåìèíåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðàA(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

3. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ëåììó îá îñòðîì óãëå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ.

4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A = −∆ = −
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

, A :
0

H1(Ω) → H−1(Ω) ÿâëÿåòñÿ

êîýðöèòèâíûì. Çäåñü H−1(Ω) =

(
0

H1(Ω)

)∗

.

Áèëåò 10.

1. Îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé (S → X). Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè êëàññà
(S → X) äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ñåìèíåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A : B → B∗.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Au = h ñ êîýðöèòèâíûì, ñëàáî êîìïàêòíûì è ñòðîãî ìîíîòîííûì îïåðàòî-
ðîì.

4. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

‖u‖Cm(S,X) =
m∑

j=0

sup
t∈S

∥∥u(j)(t)
∥∥

X

çàäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Cm(S, X).
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Áèëåò 11.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà A : B → B∗ ñ ïîëóîãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðàA(t)(u) : Lp((0, T ), X) → Lp′((0, T ), X∗).

3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = xt, x ∈ (a, b), t ∈ [0, 1] èçìåðèìà è èíòåãðèðóåìà ïî
Áîõíåðó.

4. Ïóñòü g ≥ 0 � ôèíèòíàÿ â Ω íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. ßâëÿåòñÿ ëè íîðìîé â L2(Ω)
ôóíêöèÿ

ρ(u) =

∫
Ω

g(x)u2(x) dx?

5


